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Abstract
On the rationnal functions having the same Julia set
Let f and g two rationnal functions having the same Julia set Jf .
Lets suppose that f has a rational indifferent periodic point and that
the critical set of f is disjoint of Jf . Then or Jf has to be equal to
P1, a circle, an arc of a circle for some coordinate or f and g has to
verify an equation of the type:
fm1 ◦ g ◦ fm2 ◦ g ◦ · · · ◦ fmn ◦ g = fm.
1 Introduction
On note P1 := C ∪ {∞} la droite projective complexe. On appelle fonction
rationnelle tout quotient f = P/Q ou` P et Q sont deux polynoˆmes sans
facteur commun. Le degre´ de f est le maximum des degre´s de P et de Q.
La fonction f de´finit un endomorphisme holomorphe de P1. Par la suite, on
note fg := f ◦ g, fk := f ◦ · · · ◦ f (k fois) et f 0 := Id pour toutes fonctions
rationnelles f et g. Supposons que deg f ≥ 2 et deg g ≥ 2.
On appelle l’ensemble de Fatou de f l’ouvert maximal Ff ou` la suite
{fk}∞k=1 est e´quicontinue. L’ensemble de Julia Jf est le comple´mentaire de
Ff . Ces deux ensembles jouent le roˆle crucial dans l’e´tude de la dynamique
∗Classification mathe´matique: 30D05, 58F23.
Mots cle´s: ensemble de Julia, ensemble analytiquement lamine´, suite d’ite´re´s.
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de f . L’ensemble Jf est le plus petit ensemble infini, ferme´ et comple`tement
invariant, i.e. f±1(Jf ) = Jf . Par conse´quent, soit il est e´gal a` P
1, soit il est
d’inte´rieur vide. De plus, aucun point de Jf n’est isole´ [2, 4.2].
Un point z ∈ P1 est dit pe´riodique s’il existe un entier positif n tel que
fn(z) = z. Ce point est appele´ re´pulsif (resp. attractif, indiffe´rent et in-
diffe´rent rationnel) si la de´rive´e de fn en z est de module strictement plus
grand que 1 (resp. de module strictement plus petit que 1, de module 1
et une racine de l’unite´). D’apre`s un the´ore`me de Fatou, l’ensemble des
points pe´riodiques non re´pulsifs est fini [2, p.210]. L’ensemble des points
pe´riodiques re´pulsifs est infini et dense dans Jf [4, 2, p.70]. Un point z est
appele´ pre´pe´riodique (resp. pre´pe´riodique re´pulsif, ...) s’il existe un n ∈ N
tel que fn(z) soit pe´riodique (resp. pe´riodique re´pulsif, ...).
Dans cet article, on s’inte´resse a` de´terminer les fonctions rationnelles
posse´dant le meˆme ensemble de Julia. On montre facilement que l’ensemble
de Julia de fk est e´gal a` Jf pour tout k ≥ 1. Dans [8, 11], Fatou et Julia
ont montre´ que si f et g sont permutables (fg = gf), alors Jf = Jg (voir
e´galement [2, 4.2.9]). Il est facile de montrer que dans ce cas f et g admettent
une infinite´ de points pe´riodiques communs. Ces deux proprie´te´s restent
valables pour les endomorphismes holomorphes permutables de Pk [10, 6]. Si
f , g sont permutables et posse`dent deux suites d’ite´re´s disjointes alors l’une
des conditions suivantes est vraie [13, 7]:
1. Jf = Jg = P
1;
2. f et g sont conjugue´es simultanement aux applications du type λzd, i.e.
il existe un automorphisme holomorphe σ de P1 tel que σfσ−1 = λ1z
d1
et σgσ−1 = λ2z
d2 ou` d, d1, d2 sont des entiers et λ, λ1 et λ2 sont des
racines de l’unite´.
3. f et g sont conjugue´es simultanement aux applications du type ±Td ou`
Td est le polynoˆme de Tchebychev de degre´ d ≥ 2 de´fini par Td(cos x) :=
cos(dx).
L’ensemble de Julia de l’application λzd pour |λ| = 1 et |d| ≥ 2 est le cercle
unite´. L’ensemble de Julia des applications ±Td pour d ≥ 2 est le seg-
ment [−1, 1]. Tous les couples de polynoˆmes dont les ensembles de Julia
se co¨ıncident, sont de´termine´s (voir par exemple [1], [14]). Pour les fonc-
tions rationnelles, ce proble`me est re´solu par Levin et Przytycki dans le cas
ou` aucune composante pe´riodique de l’ensemble de Fatou n’est un domaine
parabolique, un disque de Siegel ou un annneau de Herman [12].
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Notons Cf l’ensemble des points critiques de f . Notre re´sultat principal
est le the´ore`me suivant:
The´ore`me 1 Soient f , g deux fonctions rationnelles de´finies sur P1 de
degre´s ≥ 2 telles que Jf = Jg. Supposons que le coˆne tangent de Jf en
un de ses points est une re´union finie de demi-droites et que tout point de
Cf ∩ Jf est pre´pe´riodique re´pulsif. Alors l’une des conditions suivantes est
vraie:
1. Jf = Jg est un cercle ou un arc d’un cercle pour une certaine coordonne´e
de P1;
2. il existe m1, . . . , mk ∈ N et m ∈ N+ ve´rifiant fm1g . . . fmkg = fm.
Exemple Soient h une fonction rationnelle, p un entier positif et α 6= 1 une
p-ie`me racine de l’unite´. Posons f(z) := h(zp) et g := αh(zp). Il est clair
que Jf = Jg et que les suites d’ite´re´s de f et de g sont disjointes. Mais on
a fg = f 2 6= gf . On peut trouver facilement une telle fonction f posse´dant
des points pe´riodiques indiffe´rents rationnels.
2 De´monstration du the´ore`me principal
Soit f une fonction holomorphe non constante de´finie dans un voisinage U
de 0 ∈ C telle que f(0) = 0. Un sous-ensemble J ⊂ U est appele´ invariant
(resp. comple`tement invariant) par f au voisinage de 0 s’il existe un voisinage
V ⊂ U de 0 tel que f(J) ∩ V = J ∩ V (resp. f±1(J) ∩ V = J ∩ V ). Il est
clair que J est comple`tement invariant si et seulement si f±1(J) ∩ V ⊂ J .
Un ensemble J ⊂ C est dit analytiquement lamine´ en z si J∩V = σ−1(K)
ou` V ⊂ C est un voisinage de z, K est un sous-ensemble de R et σ : V → R
est une fonction re´elle analytique de rang maximal en tout point. L’ensemble
J est analytiquement lamine´ dans un ouvert U s’il est en tout point de U . On
montre facilement que J posse`de deux laminations analytiques diffe´rentes en
z ∈ J si et seulement si z appartient a` l’inte´rieur de J .
Proposition 1 Soient f , g deux fonctions holomorphes inversibles de´finies
dans un voisinage U de 0 telles que f(0) = g(0) = 0 et |f ′(0)| 6= 1. Soit
J ⊂ U un ferme´ comple`tement invariant par f et par g au voisinage de 0.
Alors l’une des deux conditions suivantes est vraie:
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1. il existe un voisinage V ⊂ U de 0 tel que J soit analytiquement lamine´
dans V \ {0};
2. il existe (m,n) ∈ Z2 − (0, 0) tel que fm = gn.
Il existe une application holomorphe ϕ, dite de Poincare´, de´finie dans un
petit disque D centre´ en 0, telle que ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1 et ϕ−1fϕ(t) = λt
pour tout t ∈ D, ou` λ := f ′(0) 6= 0 est de module diffe´rent de 1. Sans perdre
en ge´ne´ralite´, on suppose, pour la suite de la preuve de la proposition 1, que
f est line´aire: f(t) = λt. Posons λ′ := g′(0) et fixons un disque D ⊂⊂ U
suffisamment petit de rayon r0 > 0. On peut aussi supposer que |λ| > 1 car
le cas contraire sera traite´ de meˆme manie`re en remplac¸ant f par f−1.
Lemme 1 Pour tout t ∈ J∩D, pour tous entiers m, n ve´rifiant λmλ′nt ∈ D,
on a λmλ′nt ∈ J .
Preuve. Soit r > 0 suffisamment petit tel que gn(Dr) ⊂ D ou` Dr := {t ∈
C : |t| < r}. Posons t′ = λ−M t pour M suffisamment grand de sorte que
|t′| < r et λ′nt′ ∈ D. On a t′ ∈ J car J est invariant par f−1 au voisinage
de 0. Posons tk := f
kgnf−k(t′). Comme t′ ∈ J , tk appartient a` J lorsqu’il
appartient a` D. On e´crit gn sous la forme d’une se´rie de Taylor convergente:
gn(t) = λ′
n
t+ a2t
2 + a3t
3 + · · ·
On a:
fkgnf−k(t′) = λ′
n
t′ + a2λ
−kt′
2
+ a3λ
−2kt′
3
+ · · ·
Par conse´quent, lim tk = λ
′nt′ ∈ D. D’autre part, J ∩ D est ferme´ dans
D. On conclut que λ′nt′ ∈ J ou encore λ−Mλ′nt ∈ J . Finalement, λmλ′nt
appartient a` J lorsqu’il appartient a` D car J est invariant par f±1.

Lemme 2 Supposons que λmλ′n 6= 1 pour tout (m,n) ∈ Z2 − (0, 0). Alors
la condition 1 de la proposition 1 est vraie.
Preuve. Comme λmλ′n 6= 1 pour tout (m,n) ∈ Z2−(0, 0), le groupe multipli-
catif ferme´ engendre´ par λ et par λ′ contient un sous-groupe d’un parame`tre
re´el {λr := exp(ar) : r ∈ R} ou` a 6= 0 est un nombre complexe avec
Re(a) ≥ 0. D’apre`s le lemme pre´ce´dent, J ∩ D est une re´union de courbes
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re´elles analytiques du type {t ∈ D : t = λrt0}. Alors la condition 1 de la
proposition 1 est vraie.
Si a est pure imaginaire, J ∩D est une re´union de cercles centre´s en 0.
Si a est un nombre re´el, J ∩D est une re´union de rayons de D.
Sinon, J ∩D est une re´union de courbes spirales tendant vers 0.

D’apre`s le lemme pre´ce´dent, il suffit de conside´rer le cas ou` λm = λ′n pour
certain (m,n) 6= (0, 0). On a n 6= 0 car |λ| > 1. Posons h := fmg−n.
Supposons que la condition 2 de la proposition 1 est fausse. On peut e´crire:
h(t) = t+ αtp+1 +O(tp+2)
ou` α 6= 0 et p ≥ 1. Quitte a` un changement de coordonne´e du type t 7→
p
√−αt, on peut supposer que α = −1.
Posons
Sk :=
{
t ∈ C∗ : (2k − 1)π
p
< arg(t) <
(2k + 1)π
p
}
Sk(ǫ) :=
{
t ∈ C∗ : (2k − 1)π
p
+ ǫ < arg(t) <
(2k + 1)π
p
− ǫ
}
S(ǫ) := {t ∈ C∗ : −π + pǫ < arg(t) < π − pǫ}
et
S := {t ∈ C∗ : arg(t) 6= π}
pour tout 0 ≤ k ≤ p− 1 et tout ǫ > 0 suffisamment petit.
Soient Φ : C∗ → C∗, Φ(t) := t−p et Ψk : S → Sk les branches inverses
de Φ. Posons r1 := r
−p
0 , S
r := S ∩ {t : |t| > r} pour r > 0, Λ := ΦfΨk,
hk := ΦhΨk, Jk := Φ(J ∩ Sk ∩ D). Alors Φ(D ∩ Sk) = Sr1, Jk est un
ferme´ de Sr1, Λ(w) = λ−pw est inde´pendant de k, Λ−n(Jk ∩ S(ǫ)) ⊂ Jk,
Λn(Jk∩S(ǫ))∩Sr1 ⊂ Jk lorsque | arg(λn)| < ǫ. Pour tout ǫ > 0 suffisamment
petit, il existe Rǫ > r1 tel que hk soit de´finie sur S
R ∩ S(ǫ) et hk(w) =
w + p+O(|w|−1/p). On a e´galement hk(Jk ∩ SRǫ ∩ S(ǫ)) ⊂ Jk.
Lemme 3 Fixons un ǫ suffisamment petit et un R := Rǫ suffisamment
grand. Si w0 ∈ Jk est un point ve´rifiant w0 + c ∈ SRǫ pour tout c > 0,
alors w0 + c ∈ Jk pour tout c > 0.
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Preuve. Soit Θ ⊂ SR un coˆne ferme´ de sommet w0, d’angle 0 < 2δ < π,
dirige´ par la demi-droite {w0 + c avec c > 0}. Soit C > 0 une constante
ve´rifiant:
|hk(w)− w − p| < C|w|−1/p sur SR ∩ S(ǫ).
On choisit une suite {nj}∞j=1 d’entiers positifs ve´rifiant:
a. limnj = +∞, lim arg(λnj) = 0;
b. Λ−nj(Θ) ⊂ SR ∩ S(ǫ) pour tout j;
c. vj := |λnj | > 4CR−1/pp−1δ−1 et 0 ≤ θj := arg(λnj) < min(ǫ, δ/4p) pour
tout j.
Montrons d’abord que pour tout j ≥ 1, on a ΛnjhkΛ−nj(Θ) ⊂ Θ. Soient s ∈
Θ, s1 := Λ
−nj(s) = λnjps et s2 := Λ
njhkΛ
−nj(s). D’apre`s b., s1 ∈ SR ∩ S(ǫ).
Ceci implique que s2 est bien de´fini. On a:
s2 = λ
−njphk(λ
njps)
et
s2 − s = λ−njp(p+ γs)
avec |γs| < C|λ|−nj |s|−1/p < Cv−1j R−1/p car s ∈ SR.
D’apre`s c., on a:
| arg(s2 − s)| ≤ | arg(λ−njp)|+ | arg(p+ iCv−1j R−1/p)|
≤ δ/4 + | arg(p+ ipδ/4)|
≤ δ/2
D’ou` s2 ∈ Θ.
On pose mj la partie entie`re de cp
−1vpj et wj := [Λ
njhkΛ
−nj ]mj (w0) pour
tout j ≥ 1. L’estimation pre´ce´dente de γs nous donne:
|wj − w0 − c| ≤ |mjλ−njpp− c|+mj|λ|−njpC|v−1R−1/p
≤ |mjv−pj p exp(−ipθj)− c|+mjCv−(p+1)j R−1/p
≤ |mjv−pj p exp(−ipθj)− c exp(−ipθj)|+
+|c exp(−ipθj)− c|+ cCp−1R−1/pv−1j
≤ v−pj p|mj − cp−1vpj |+ c| exp(−ipθj)− 1|+ cCp−1R−1/pv−1j
≤ v−pj p+ c| exp(−ipθj)− 1|+ cCp−1R−1/pv−1j
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D’apre`s a., ce dernier terme tend vers 0 quand j tend vers l’infini. Autrement
dit, wj tend vers w0+c. Comme w0 ∈ Jk, on a wj ∈ Jk. Comme Jk est ferme´
dans Sr1, on a w0 + c ∈ Jk.

On choisit un R′ >> R de sorte que w + c ∈ SR pour tout c ≥ 0 et tout
w ∈ S ′ := S(ǫ)∩SR′ . Le lemme pre´ce´dent implique que J est analytiquement
lamine´ dans les Ψk(S
′). En appliquant le lemme pre´ce´dent aux fonctions f ,
h−1 et a` la coordonne´e t′ := p
√−1t, on de´duit que J est analytiquement
lamine´ dans les p
√−1Ψk(S ′). Lorsque ǫ est suffisamment petit, les ouverts
Ψk(S
′) et p
√−1Ψk(S ′) recouvent un voisinage de 0 sauf le point 0. Ceci
termine la preuve de la proposition 1.

Proposition 2 Soient
f(z) = z + αzp+1 +O(zp+2)
et
g(z) = z + βzq+1 +O(zq+2)
deux fonctions holomorphes de´finies dans un voisinage U de 0 ou` α 6= 0,
β 6= 0 et 1 ≤ p < q. Soit J ⊂ U un ferme´ comple`tement invariant par f et
par g au voisinage de 0. Alors il existe un voisinage V ⊂ U de 0 tel que J
soit analytiquement lamine´ dans V \ {0}.
Soient 0 ≤ k ≤ p−1 un entier et a > 0 un nombre re´el. On de´finit les pe´tales
Πk(a) et Π
′
k(a) par
Πk(a) := {r exp(iθ) : 0 < rp < a(1 + cos(pθ)); |2kπ/p− θ| < π/p}
et
Π′k(a) := {r exp(iθ) : 0 < rp < a(1− cos(pθ)); |(2k + 1)π/p− θ| < π/p}.
Alors pour tout a > 0 les pe´tales Πk(a) et Π
′
k(a) recouvrent un voisinage de
0 sauf le point 0. Les applications Φ et Ψk sont de´finies dans la preuve de la
proposition 1. L’image Π(a) de Πk(a) par Φ est inde´pendante de k:
Π(a) := {x+ iy : y2 > 1/a2 − 2x/a}.
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D’apre`s [2, 6.5.7], il existe une coordonne´e locale t dans laquelle on a:
f(t) = t− tp+1 +O(t2p+1)
et
g(t) = t + γtq+1 +O(tq+2).
Lemme 4 ([2, pp.116-122]) Soient f(t) = t − tp+1 + O(t2p+1) une fonc-
tion holomorphe de´finie au voisinage de 0. Alors pour tout k et tout a > 0
suffisamment petit:
1. l’image de Πk(a) par f est incluse dans Πk(a);
2. fn(w)→ 0 localement uniforme´ment sur Πk(a);
3. arg fn(w)→ 2kπ/p localement uniforme´ment sur Πk(a);
4. il existe une application holomorphe injective u : Π(a)→ Π(a) telle que
u(w) − w soit borne´e, lim|w|→∞ u′(w) = 1 et telle que uvu−1 = T sur
u(Π(a)) ou` v := ΦfΨk et T (w) := w + p.
Fixons un a suffisamment petit. Posons Π′ := u(Π(a)), w1/p := Ψ0(w),
l := ΦgΨk, τ := ulu
−1, I := Φ(J ∩ Πk(a)) et I ′ := u(I). D’apre`s le lemme
pre´ce´dent, pour tout a′ suffisamment petit, on a Π(a′) ⊂ Π′. Comme a est
petit, τ et τ−1 sont de´finies sur Π′. L’ensemble I ′ est un ferme´ comple`tement
invariant par T et par τ dans le sens suivant:
T±1(I ′) ∩Π′ ⊂ I ′ et τ±1(I ′) ∩Π′ ⊂ I ′.
On peut e´crire l sous la forme:
l(w) = w + θw−δ/p +O(w−(δ+1)/p)
ou` δ := q − p ≥ 1 et θ 6= 0.
Selon les proprie´te´s de u et sa de´rive´e (voir le lemme 4), on a
τ(w) = u
(
u−1(w) + θ[u−1(w)]−δ/p +O([u−1(w)]−(δ+1)/p)
)
= w + [θ + o(1)][u−1(w)]−δ/p +O(w−(δ+1)/p)
= w + θw−δ/p + e(w)
ou` e(w) = o(w−δ/p).
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Lemme 5 Pour tout w0 ∈ I ′ et tout r ∈ R, si w0 + θr appartient a` Π′, il
appartient a` I ′.
Preuve. Fixons un r, un ǫ > 0 et un j ∈ N ve´rifiant:
1. B ⊂ Π′ ou` B est la boule ferme´e de rayon 4|r|(|θ| + ǫ), de centre
x0 := w0 + jp;
2. |e(w)| < ǫ|w|−δ/p pour tout w ∈ B;
3. |w|−δ/p < 2(jp)−δ/p pour tout w ∈ B;
4. |w−δ/p − (jp)−δ/p| < 8δ[|r|(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1−δ/m pour tout w ∈ B.
La condition 4 est re´alisable car la de´rive´e de la fonction w−δ/p est e´gale a`
−δw−1−δ/p/p et car |w − jp| ≤ 4r(|θ|+ ǫ) + |w0|.
Par la suite, on traite le cas ou` r > 0; le cas contraire sera traite´ de meˆme
manie`re en utilisant la fonction τ−1 a` la place de τ .
Posons M la partie entie`re de (jp)δ/pr et xm := τ
m(x0) pour tout 0 ≤
m ≤M . On a pour tout w ∈ B:
|τ(w)− w| = |θw−δ/p + e(w)|
≤ (|θ|+ ǫ)|w|−δ/p
≤ 2(|θ|+ ǫ)(jp)−δ/p
ce qui implique par re´currence que les xm sont bien de´finis et appartiennent
a` B pour tout 1 ≤ m ≤M . On a les estimations suivantes:
|xm+1 − xm − θ(jp)−δ/p| = |θx−δ/pm − θ(jp)−δ/p + e(xm)|
≤ |θx−δ/pm − θ(jp)−δ/p|+ |e(xm)|
≤ |θ||x−δ/pm − (jp)−δ/p|+ ǫ|xm|−δ/p
≤ {8δ|θ|[r(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1 + 2ǫ}(jp)−δ/p.
D’ou`:
|xM − w0 − jp−Mθ(jp)−δ/p| =
= |xM − x0 −Mθ(jp)−δ/p|
≤
M−1∑
m=0
|xm+1 − xm − θ(jp)−δ/p|
≤ {8δ|θ|[r(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1 + 2ǫ}(jp)−δ/pM
≤ {8δ|θ|[r(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1 + 2ǫ}r
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et
|xM − w0 − jp− θr| ≤ |xM − w0 − jp−Mθ(jp)−δ/p|+ |θr −Mθ(jp)−δ/p|
≤ {8δ|θ|[r(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1 + 2ǫ}r +
+|θ|(jp)−δ/p|(jp)δ/pr −M |
≤ {8δ|θ|[r(|θ|+ ǫ) + |w0|](jp)−1 + 2ǫ}r + |θ|(jp)−δ/p.
Comme w0 ∈ I ′, on a x0 ∈ I ′ et donc xM ∈ I ′ car I ′ est invariant par T et
par τ±1. Pour j tendant vers l’infini et ǫ tandant vers 0, xM − jp tend vers
w0 + θr. Alors pour j grand et ǫ petit xM − jp ∈ I ′ car I ′ est invariant par
T−1. La fermeture de I ′ implique que w0 + θr ∈ I ′.

D’apre`s le lemme 5, I ′ est analytiquement lamine´ en w0. Par conse´quent, J
est analytiquement lamine´ dans les Πk(a
′) pour a′ suffisamment petit. Main-
tenant, on remplace f par f−1 et la coordonne´e t par p
√−1t. Ces remplace-
ments ne changent pas les formes de f , g et permutent les deux familles de
pe´tales {Πk(a′)} et {Π′k(a′)}. On en de´duit que J est analytiquement lamine´
dans les Π′k(a). Ceci termine la preuve de la proposition 2 car les Πk(a
′) et
Π′k(a
′) recouvrent un voisinage de 0 sauf le point 0.
Corollaire 1 Soient f , g deux fonctions holomorphes inversibles de´finies
dans un voisinage U de 0 avec f(0) = g(0) = 0 et J ⊂ U un ferme´
comple`tement invariant par f et par g au voisinage de 0. Supposons que
le coˆne tangent de J en 0 n’est pas e´gal a` C. Alors l’une des conditions
suivantes est vraie:
1. il existe un voisinage V de 0 tel que J soit analytiquement lamine´ dans
V \ {0};
2. il existe (m,n) ∈ Z2 − (0, 0) tel que fm = gn.
Preuve. Supposons que la condition 2 est fausse. D’apre`s la proposition 1,
il suffit de traiter le cas ou` |f ′(0)| = |g′(0)| = 1. Si 0 n’est pas un point
d’accumulation de J , la condition 1 est vraie. Supposons que ce n’est pas le
cas. Comme le coˆne tangent de J en 0 n’est ni vide ni e´gal a` C et comme
cet ensemble est invariant par f et par g, f ′(0) et g′(0) sont des racines
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de l’unite´. Quitte a` remplacer f , g par leurs ite´re´s, on peut supposer que
f ′(0) = g′(0) = 1. On e´crit:
f(z) = z + αzp+1 +O(zp+2)
et
g(z) = z + βzq+1 +O(zq+2)
ou` p ≥ 1 et q ≥ 1 sont des entiers. Sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut
supposer que p ≤ q. En changeant la coordonne´e, on peut supposer que
α = −1. D’apre`s la proposition 2, il nous reste a` traiter le cas ou` p = q.
Cas 1. Supposons que β ∈ Q. Quitte a` remplacer g par son ite´re´, on peut
supposer que β ∈ Z. Posons h := gfβ. Comme la condition 2 est fausse, h
s’e´crit sous la forme:
h(z) = z + β ′zq
′+1 +O(zq
′+2)
avec β ′ 6= 0 et q′ > p.
En appliquant la proposition 2 aux fonctions f , h et a` l’ensemble J , on
constate que la condition 1 est vraie.
Cas 2. Supposons maintenant que β 6∈ Q. On utilise les notations de la
preuve de la proposition 2. On a:
f(t) = t− tp+1 +O(t2p+1)
g(t) = t+ βtp+1 +O(tp+2)
et
τ(w) = w − βp+O(w−1/p).
Lemme 6 Soit w0 ∈ I ′.
1. Pour tous m, n ∈ N ve´rifiant w0+mp+npβ ∈ I ′, w0+mp+npβ ∈ I ′.
2. Pour tout r ∈ R ve´rifiant w0 + r ∈ Π′, on a w0 + r ∈ I ′.
Preuve. 1. Fixons un ǫ > 0. Choisissons un entier s suffisamment grand
ve´rifiant:
1. Π′′ := {w : Re w ≥ sp− |w0| − |m|p− |n|p− ǫ} ⊂ Π′;
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2. |τ±1(w)− w ± pβ| < ǫ/|n| pour tout w ∈ Π′′.
Posons x0 := w0 + sp + mp et xν := τ
−sign(n)(xν−1) pour ν = 1, . . . , |n| ou`
sign(n) est le signe de n. Les xν sont bien de´finis et appartiennent a` Π
′′ car
pour tout 1 ≤ ν ≤ |m|:
|sν − sν−1 − sign(n)pβ| = |τ−sign(n)(sν−1)− sν−1 − sign(n)pβ| ≤ ǫ/|n|
et
|sν − w0 − sp−mp− sign(n)νpβ| = |sν − s0 − sign(n)νpβ|
≤
ν∑
k=1
|sk − sk−1 − sign(n)pβ|
≤ νǫ/|n|.
Les ine´galite´s pre´ce´dentes nous donnent:
|s|n| − w0 − sp−mp− npβ| ≤ ǫ.
On sait que w0 ∈ I ′, I ′ est comple`tement invariant par T et par τ . Donc s|n| ∈
I ′. Comme I ′ est ferme´, en conside´rant ǫ→ 0, on a w0+ sp+mp+npβ ∈ I ′.
L’invariance de I ′ par T−1 implique que w0 +mp + npβ ∈ I ′.
2. Par hypothe`se, le coˆne tangent de J en 0 n’est pas e´gal a` C. On de´duit
de 1. que β est re´el. D’apre`s 1., w0 + r ∈ I ′ car β 6∈ Q et car I ′ est ferme´.

Le lemme pre´ce´dent implique que J est analytiquement lamine´ dans les Πk(a
′)
pour a′ > 0 suffisamment petit. Comme dans la proposition 2, on remplace
f par f−1, g par g−1 et la coordonne´e t par p
√−1t. Ces remplacements ne
changent pas les formes de f , g et permutent les deux familles de pe´tales
{Πk(a′)} et {Π′k(a′)}. On en de´duit que I est analytiquement lamine´ dans
les Π′k(a
′). Ainsi, ceci termine la preuve du corollaire.

Lemme 7 Soit f une fonction rationnelle de degre´ supe´rieur ou e´gal a` 2.
i. Si le coˆne tangent de Jf en un point pe´riodique re´pulsif z0 est une
re´union finie de demi-droites, Jf est inclus dans une courbe ou dans
un arc re´el analytique ferme´.
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ii. Si dans un ouvert U de P1, Jf ∩ U est un arc re´el de classe C1, alors
Jf est un cercle ou un arc d’un cercle pour une certaine coordonne´e.
Preuve. i. Quitte a` remplacer f par l’un de ses ite´re´s, on peut supposer
que z0 est un point fixe. On peut e´galement supposer que z0 = 0. Soient ϕ
l’application de Poincare´ de f en 0 et λ := f ′(0). On a ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1
et ϕ−1fϕ(t) = λt au voisinage de 0. Cette application ϕ se prolonge en
une application de C dans P1 par ϕ(λnz) := fn(ϕ(z)) car |λ| > 1. Posons
I := ϕ−1(Jf). Alors le coˆne tangent de I en 0 est une re´union finie de demi-
droites. Comme Jf est invariant par f
−1, I est invariant par t 7−→ λ−1t. Par
conse´quent, λ est une racine d’un nombre re´el et I est inclus dans une re´union
finie de droites. Quitte a` remplacer z0 par un autre point pe´riodique pre`s de
z0, on peut supposer que le coˆne tangent de Jf en z0 est une demi-droite ou
une droite. Par conse´quent, I est inclus dans une droite passant par 0 et λ
est re´el. Comme Jf est re´pulsif, il existe z 6= 0 proche de 0 et n ∈ N tel que
fn(z) = 0. Il existe x ∈ C ve´rifiant ϕ(x) = z car l’image de ϕ contient un
voisinage de 0. Posons y := λnx. On a:
ϕ(y) = ϕ(λnx) = fn(ϕ(x)) = fn(z) = 0.
Par conse´quent, Jf ⊂ ϕ([0, y]), ou` [0, y] est l’intervalle de sommets 0 et y.
L’ensemble ϕ([0, y]) est une courbe ou un arc re´el analytique ferme´.
ii. Comme l’ensemble des points pe´riodiques re´pulsifs de f est dense dans
Jf , il existe un point z0 ∈ Jf ∩ U pe´riodique re´pulsif. D’apre`s i., I est inclus
dans une droite re´elle d. Comme Jf contient un arc re´el passant par 0, I
contient un voisinage de 0 dans d. D’autre part, I est invariant par t 7−→ λt
et λ ∈ R, |λ| > 1. On en de´duit que I est e´gal a` d. Comme dans i., on
montre que Jf = ϕ([0, y]) qui est une courbe ou un arc re´el analytique ferme´.
Cette courbe ou arc est lisse car I = ϕ−1(Jf) est lisse. Par conse´quent,
l’ensemble de Fatou Ff contient une ou deux composantes dans lesquelle
fn tend localement uniforme´ment vers un point fixe attractif ou indiffe´rent
rationnel. D’apre`s [9], Jf est un cercle ou un arc d’un cercle pour une certaine
coordonne´e.

Proposition 3 Soient f ve´rifiant l’hypothe`se du the´ore`me 1 et z0 un point
de Jf . Supposons que Jf n’est pas inclus dans une courbe ou dans un arc
re´el analytique ferme´ et que le coˆne tangent de Jf en z0 est re´union finie de
demi-droites. Alors z0 est pre´pe´riodique indiffe´rent rationnel.
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Remarque 1Dans [1], Baker et Eremenko ont de´montre´ que z0 est pre´pe´riodique
lorsque le coˆne tangent de Jf en z0 est une demi-droite et Cf ∩ Jf = ∅. Dans
ce cas, l’hypothe`se ”Jf n’est pas inclus dans une courbe ou un arc re´el ana-
lytique” n’est pas ne´cessaire. Le re´sultat de Baker et Eremenko reste valable
sous l’hypothe`se de la proposition pre´ce´dente. La preuve dans [1] dont l’ide´e
principale a e´te´ utilise´e dans [9, 5], est essentiellement valable pour cette
proposition.
Preuve. La classification des domaines de Fatou en cinq types par Sullivin
[2], tout point z ∈ Jf d’accumulation de la suite {fn(c)}n≥0 est pe´riodique
indiffe´rent rationnel pour tout c ∈ Ff et en particulier pour c ∈ Cf ∩ Ff .
Notons A l’ensemble des points pe´riodiques indiffe´rents rationnels de f et B
(resp. C) l’ensemble des points (resp. des points pe´riodiques) du type fn(c)
avec c ∈ Cf ∩ J . Ces ensembles sont finis. Quitte a` remplacer f par un fm,
on peut supposer que tous les points de A ∪ C sont fixes. Soit M >> 0 tel
que |f ′(a)| < M pour tout a ∈ A ∪ C.
Supposons que z0 n’est pas pre´pe´riodique. Alors les f
n(z0) sont tous
diffe´rents. Il existe une suite {nν} tendant vers l’infini et un a ∈ Jf tels que
limν→∞ f
nν(z0) = a. Montrons qu’on peut choisir a 6∈ A∪B. Supposons que
ce n’est pas le cas. Alors on a a ∈ A∪B. Quitte a` remplacer nν par nν+n pour
n >> 0, on peut supposer que a ∈ A∪C. On choisit, un disque D(r) de centre
a et de rayon r > 0 suffisamment petit. On a |z−a| < |f(z)−a| < 2M |z−a|
pour tout z ∈ Jf ∩ D(r). En effet, la deuxie`me ine´galite´ est e´vidente, la
premie`re pour a re´pulsif l’est aussi, si a est indiffe´rent rationnel, ceci est
e´nonce´ dans [9, §31]. Par conse´quent, la courronne D(r) \D(r/2M) contient
une infinite´ de fn(z0). C’est contradiction car pour r petit cette courronne
ne rencontre pas A ∪ C.
Notons D un disque de centre a, de rayon 3ρ qui ne contient aucun point
de {fn(c) : c ∈ Cf} et zν := fnν(z0). Soit z = gν(w) la branche inverse de
w = fnν(z) telle que g(zν) = z0. Ces sont des fonctions analytiques de´finies
sur D. D’apre`s [5, theorem 6.2], la famille des gν est normale et pour tout
compact ∆ ⊂ Ff ∩ D ne contenant pas de points pe´riodiques, gν(∆) → Jf .
Comme Jf est d’inte´rieur vide, on de´duit que toute fonction limite de la suite
{gν} est e´gale a` la fonction constante z0. On a aussi λν := g′ν(zν)→ 0 quand
ν →∞. Posons
ϕν(t) := [gν(zν + ρt)− z0]/(ρλν)
qui appartiennent a` la classe S des fonctions holomorphes univalentes de´finies
sur |t| < 1 normalise´es par ϕν = 0, ϕ′ν(0) = 1. Remplacer {nν} par une
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sous-suite, on peut supposer que arg λν → µ et ϕν → ϕ ∈ S localement
uniforme´ment dans |t| < 1. On obtient:
gν(zν + ρt)− z0 = ρλν(ϕ(t) + ǫν(t))
ou` ǫν(t)→ 0 localement uniforme´ment sur |t| < 1.
Pour tout z ∈ Jf tel que 0 < |z − z0| < ρ/2, posons zν + ρtν = z. Alors
tν → t := (z − z0)/ρ. L’e´galite´ pre´ce´dente implique:
gν(z)− z0 = ρλν(ϕ(t) + δν)
ou` ϕ(t) 6= 0, δν → 0. Il existe une direction tangente θ de Jf en z0 telle que
θ = µ+argϕ(t). Par conse´quent, z appartient a` la courbe analytique de´finie
par ϕ((z − z0)/ρ) = τ exp(i(θ− µ)) ou` τ ∈ R+. L’ensemble des θ est fini car
le coˆne tangent de Jf en z0 est une re´union finie de demi-droites. Rappelons
que les points pe´riodiques re´pulsifs de f sont denses dans Jf . D’apre`s le
lemme 7, Jf est inclus dans une courbe ou dans un arc re´el analytique ferme´.
C’est contradiction.
Alors z0 est un point pre´pe´riodique. Il existe n < m tels que f
n(z0) =
fm(z0). Le point a := f
n(z0) est un point pe´riodique de f . D’apre`s le lemme
7, z0 est indiffe´rent car Jf n’est pas inclus dans une courbe ou dans un arc
re´el analytique. C’est un point indiffe´rent rationnel car le coˆne tangent de
Jf en 0 est une re´union finie de demi-droites.

Preuve du the´ore`me 1. Comme le coˆne tangent de Jf en un de ces points
est une re´union de demi-droites, Jf est d’inte´rieur vide. Supposons que la
condition 1 de ce the´ore`me est fausse. D’apre`s le lemme 7, Jf n’est pas une
courbe ou un arc re´el analytique. Lorsque Jf n’est pas inclus dans une courbe
ou dans un arc re´el analytique ferme´, notons E l’ensemble des points z0 ou`
le coˆne tangent de Jf est une re´union finie de demi-droites. Lorsque Jf est
inclus dans une courbe ou un arc re´el analytique, notons E l’ensemble des
points z0 ou` le coˆne tangent de Jf est une demi-droite. D’apre`s la proposition
3 (pour le premier cas) et la remarque 1 (pour le second cas), tout point de
E est pre´pe´riodique. Il est clair que f(E) ⊂ E et g(E) ⊂ E. Par hypothe`se,
E est non vide. Notons A l’ensemble des points z ∈ E pe´riodiques pour f .
Lemme 8 L’ensemble A est fini.
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Preuve. Si Jf n’est pas inclus dans une courbe ou dans un arc re´el analytique
ferme´, d’apre`s la proposition pre´ce´dente A est fini.
Supposons maintenant que Jf est inclus dans une courbe ou dans un
arc re´el analytique ferme´. D’apre`s le lemme 7, Jf est un ferme´ totalement
disconnexe de L := ϕ(R) qui est une courbe ou un arc re´el analytique ferme´
(voir le lemme 7). Notons ]as, bs[ les composantes connexes de L \ Jf . Alors
E est l’ensemble des as, bs et Ff est connexe. On a f(L \ Jf) ⊂ L \ Jf .
Si Ff est le domaine d’attraction d’un point fixe attractif, il est clair que
fn(]as, bs[) passe par le point attractif pour tout s et pour tout n suffisamment
grand. Il y a un nombre fini de ]as, bs[ qui passent par ce point attractif. Par
conse´quent, A est fini.
Sinon f posse`de un point fixe indiffe´rent rationnel a. Dans ce cas, |f(z−
a)| > |z − a| pour z ∈ Jf proche de a et fn(K) tendent vers a pour tout
compact K de ]as, bs[. On en de´duit que a est le sommet de f
n(]as, bs[) pour
tout s et pour tout n suffisamment grand. Il y a un nombre fini de ]as, bs[
qui posse`dent a0 comme un sommet. Par conse´quent, A est fini.

Pour tout a ∈ A, il existe na ∈ N tel que fna(a) ∈ A. Comme A est fini,
il existe z0 ∈ A et n1, . . . , ns tels que fn1gfn2g . . . fnsg(z0) = z0. Posons
h := fn1gfn2g . . . fnsg. Quitte a` changer de coordonne´e, on peut supposer
que z0 = 0. Supposons que la condition 2 du the´ore`me 1 est fausse. D’apre`s le
corollaire 1 (applique´e a` f , h et Jf), l’ensemble Jf est analytiquement lamine´
dans V \ {0} ou` V est un voisinage de 0. Selon les preuves des lemmes 3,
5 et 6, pour tout z ∈ V \ {0}, Jf contient un arc re´el analytique joignant z
et 0. Soient z ∈ V \ {0} et n > 0 tels que fn(z) = 0. Alors fn(Jf ∩ Vz) ⊂
Jf pour tout voisinage Vz de z. De plus, lorsque Vz est petit, Jf ∩ Vz est
analytiquement lamine´. Les descriptions ci-dessus de Jf au voisinage de 0
montrent que Jf est une re´union finie d’arcs re´els analytiques. D’apre`s le
lemme 7, Jf est un cercle ou un arc d’un cercle. C’est une contradiction car
la condition 1 du the´ore`me 1 est suppose´e fausse.
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